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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы исследования. Снег - это природное минеральное 
образование, отличающееся от других минералов тем, что его существование 
протекает вблизи тройной точки воды, поэтому процессы его образования со-
держат неопределенность, а метаморфизм происходит значительно быстрее, чем 
у других минералов. Снег играет исключительно важную роль в жизни дефля-
ционных регионов земного шара, составляющих значительную часть поверхно-
сти суши, особенно в нашей стране. В связи с этим изучение и предсказание 
свойств естественного состояния снега в природе - снежного покрова (СП) -
имеет исключительно важное народнохозяйственное значение. 

Основы снеговедения (хионологии) заложены в России А. И. Воейковым. 
Уже в XIX в. в России исследуется проблема снежных заносов, разрабатывается 
теория метелей (Н. Е. Жуковский). В ЗО-х-40-x годах XX в. основная задача при 
изучении СП была связана с обеспечением гидрологических прогнозов, иссле-
дованием процессов таяния и водоотдачи (П. П. Кузьмин и др.). В 50-х и 60-х 
годах большой вклад в изучение СП внесли Г.К. Тушинский, Г.К. Сулаквелидзе, 
В.М. Котляков, К.Ф. Войтковский, А.К. Дюнин и ряд других исследователей. В 
Японии основополагающий вклад в изучение снега внес U. Nakaya, в США - М. 
Atwater, в Швейцарии - М. De Quervain, а также значительное количество ис-
следователей из других стран. Теоретическое изучение физических свойств СП 
было проведено в работах М.А. Долова, В.А. Халкечева и ряда других исследо-
вателей. В последние годы развивается теория процессов в средах фрактальной 
структуры, физика которых рассматривается в работах Б.М. Смирнова, Р.И. 
Нигматулина и др., а математические модели рассматриваются в работах A.M. 
Нахушева, В.Д. Бейбалаева и др. 

Важнейшей задачей хионологии является создание математических моде-
лей и численных методов, позволяющих корректно отображать процессы: воз-
никновения и роста элементов СП (снежинок); формирования СП и его первич-
ного уплотнения; метаморфизма и уплотнения снежного покрова под действием 
различных факторов; таяния (абляции) снежного покрова, что определяет цель 
диссертационной работы. 

Целью днссертацпонной работы является разработка математических 
моделей этапов полного процесса существования снежного покрова - от форми-
рования его элементов до завершения их метаморфизма в составе снежного по-
крова. Эти модели должны строиться на основе современных теорий описания 
сред сложной структуры (фрактальных сред) и должны обеспечивать разработку 
математически корректных численных методов и эффективных программных 
средств моделирования процессов формирования и метаморфизма снежного 
покрова, а также моделирование процессов переноса внутри снежного покрова, 
определяющих его свойства. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие зада-
чи: 

- Разработка общей математической модели формирования фрактальных 
кластеров, учитывающей совместное действие процессов агрегации и диссипа-



ции элементов кластера и численного метода имитационного моделирования 
процесса образования кластера; 

- Разработка новой математической модели регулярного фрактального объ-
екта (снежинки) как элемента фрактальной среды (снежного покрова) форми-
руемой из отдельных кластеров и численного метода определения параметров 
такого объекта; 

- Разработка общей структурной модели представления фрактальной среды 
в гранулированной форме (в виде укладки гранул), корректно описывающей 
структуру такой среды (снежного покрова) и оценивать ее параметры; 

- Разработка численного метода расчета аномальных процессов переноса 
для фрактальных сред, учитывающего качественно новые черты процессов пе-
реноса во фрактальных средах в сравнении с процессами в сплошных средах; 

- Создание программного комплекса на базе разработанных численных ме-
тодов, обеспечивающего моделирование всех этапов существования снежного 
покрова как фрактальной среды. 

Объектом исследования в диссертационной работе являются общие ма-
тематические модели физических процессов, сопровождающих формирование, 
перенос, уплотнение, метаморфизм, а также физических свойств снежного по-
крова, разработанные на основе теории фануляции (позволяющей учитывать 
неопределенность в да1П1ых), а также численные методы решения задач на ука-
занных моделях. 

Методологическую основу работы составляют теория процессов во фрак-
тальных средах, термодинамика, теория теплопереноса, а также теория грануля-
ции, позволяющая корректно решать ряд задач, ранее изучаемых эксперимен-
тальным путем и не лежавших в сфере математического моделирования. Ис-
пользование теории грануляции позволяет создать математические модели фи-
зических процессов в СП на единой основе. 

Новыми научными результатами диссертационной работы, выносимы-
ми на защиту, являются: 

- Обобщенная математическая модель формирования фрактальных класте-
ров, которая учитывает совместное влияние процессов агрегации и диссипации 
на формирование кластера и разработанный на ее основе численный метод ими-
тационного моделирования процесса образования кластера, позволяющий моде-
лировать процессы формирования снежинок (с. 38-44); 

- Новая математическая модель регулярного фрактального объекта (сне-
жинки) как элемента фрактальной среды (снежного покрова) формируемой из 
отдельных кластеров, связывающая геометрические характеристики объекта с 
его физическими свойствами, а также численный метод определения параметров 
модели фрактального объекта, построенный на основе разработанной модели (с. 
56-66); 

- Общая структурная модель представления составной фрактальной среды 
в гранулированной форме (в виде укладки гранул, содержащих отдельные фрак-
тальные кластеры), корректно описывающая структуру такой среды (снежного 
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покрова как укладки снежинок) и позволяющая находить ее параметры (с. 95-
104); 

- Численный метод расчета аномальных процессов переноса для фракталь-
ных сред, обладающий абсолютной устойчивостью и эффективно моделирую-
щий качественно новый характер процессов переноса во фрактальных средах в 
сравнении с процессами в сплошных средах (с. 111 -119); 

- Программный комплекс на базе разработанных численных методов, обес-
печивающий моделирование этапов существования снежного покрова как фрак-
тальной среды и изучать процессы переноса в снежном покрове (с. 129-132). 

Теоретическая значимость результатов исследований заключаются во 
введении нового типа математических моделей элементов снежного покрова на 
основе синтеза теории фракталов и теории грануляции; разработке математиче-
ской модели структуры снежного покрова и применении их в задачах изучения 
аномальных процессов переноса внутри снежного покрова. 

Практическая ценность работы определена разработкой эффективных 
алгоритмов и программ, позволяющих оперативно моделировать на различных 
вычислительных платформах характеристики жизненного цикла снежного по-
крова (в условиях неопределенности параметров), а также рассчитывать физиче-
ские характеристики снежного покрова и процессы в нем. Эти peзyльtaты при-
водят к значительному повышению качества и оперативности анализа данных 
по состояшпо снежного покрова в процессе их оперативной обработки и анали-
за. 

Апробация работы. Научные и практические результаты, полученные в 
диссертации, изложены в 24 статьях и 5 тезисах, апробированных на всесоюз-
ных и международных конференциях, из них б - в изданиях Перечня ВАК. 

Основные результаты докладывались и обсуждались на следующих все-
российских и международных научных конференциях: 

- Международной научно-практической конференции «Интегрированные 
модели и мягкие вычисления в искусственном интеллекте», Коломна 2009, 
2011 гг.; 

- V Международной научной конференции «Функционально-дифференци-
альные уравнения и их приложения», Дагестан, Махачкала, 2011 г.; 

- Международном конгрессе «Интеллектуальные системы и информацион-
ные технологии» (AIS-IT'IO), Геленджик-Дивноморское 2009-2011 гг.; 

- Всероссийской конференции молодых ученых «Математическое модели-
рование фрактальных процессов, родственные проблемы анализа и информати-
ки», Нальчик, 2008-2011 гг.; 

- Всероссийской научно-технической конференции «Измерения, автомати-
зация и моделирование в промышленности и научных исследованиях» (ИАМП-
2011),Бийск,20И г.; 

- Международном симпозиуме «Уравнения смешанного типа и родствен-
ные проблемы анализа и информатики», Нальчик, 2008-1 1 гг.; 

- Всероссийской научной конференции «Интерактивные системы: Пробле-
5 



мы человеко-компьютерного взаимодействия» (ИС-2011) Ульяновск 2011 г.; 
- VIH Школе молодых ученых «Нелокальные краевые задачи и проблемы 

современного анализа и информатики», Нальчик-Хабез 2010 г.; 
- Международной научно-технической конференции «Информационные 

системы и технологии» ИСТ-2010, Нижний Новгород 2010 г.; 
- Научной сессии МИФИ-2010, Москва 2010 г.; 
- Международной алгебраической конференции, посвященной 80-летию со 

дня рождения А.И. Кострикина, Нальчик 2009 г.; 

Тема диссертационной работы поддержана грантом РФФИ № 11-01-
90700-моб_ст. 

Структура диссертации. Диссертационная работа состоит из введения, 
четырех тематических глав, заключения, списка литературы и приложений. Ра-
бота содержит 153 стр., а также 48 рисунков, 7 таблиц, список литературы из 
154 наименований, 72 стр. приложений. 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснована актуальность темы диссертации, ее новизна, 
практическая значимость. Дается обзор основных направлений исследования по 
изучаемой тематике. Сформулированы цель и задачи исследования, представле-
ны основные положения, выносимые на защиту, охарактеризована структура 
диссертации. 

В первой главе рассматривается агрегационный подход в моделировании 
различных природных сред, подчиняющихся степенным зависимостям от пара-
метров. Фрактальные свойства этих объектов с математической точки зрения 
выражаются в том, что если выбрать одну из связанных частиц в качестве цен-
тра сферы, радиус которой R существенно превышает размер отдельной части-
цы среды, то масса вещества т , сосредоточенная внутри сферы, зависит от ра-
диуса по степенному закону 

m{R)~R°, ( 1 ) 

где параметр D является фрактальной размерностью (ФР) объекта, т.е. имеет 
дробное значение (в отличие от твердых тел, для которых размерность имеет 
целое значение). Для реальных снежинок, представляющих собой фрактальные 
кластеры (ФК) этот параметр находится в пределах 1 ,7"<D<2,5 . Из (1) ясно, 
что размеры ФК ограничены, однако объект может состоять из отдельных ФК 
(снежный покров). Вводя корреляционную функцию ФК в виде 

где N - число элементов ФК П, i - номер элемента, р - дискретная плот-
ность в точке, мы можем представить ее в степенном виде 

Сп ('•) = const/г'' , D^=d-а, г ^г^. (3) 

О, if x¡ g Q. 



в области радиусов Л » г » г^, где R - размер ФК, (2) удовлетворяет (3), 
(2) есть средняя плотность ФК на расстоянии г от произвольной точки, принад-
лежащей ФК. Средняя плотность внутри произвольной сферы также определя-
ется степенным законом р{г) = const/r" . Запишем зависимости между размером 

кластера R и числом входящих в него частиц N (массой кластера) в виде: 
R ~ N \ = . (4) 

Поскольку средняя плотность вещества ФК в сфере радиуса г оценивает-
ся с учетом (4) как р{г) = p^lr^/rf'"' , то физически это значот, что с ростом г в 
объеме ФК будут возникать пустоты. В этом случае граничный размер ФК оце-
нивается также степенным законом Л ос/-„(ро/р)^'"", как оценка максимального 
размера ФК в пористой среде. На основании степенных законов могут модели-
роваться характеристики пористых сред (таких, как снежный покров) в области 
Л » г » Г(, для ФК, состоящих из частиц с характерным размером г̂  и с макси-
мальным радиусом пор R . Максимальный размер пор R может быть оценен 
как 

(5) 

Фрактальная размерность кластера Dp характеризует также функцию рас-

пределения по размерам пор. Пусть пористая среда занимает объем Vg и, соот-

ветственно, имеет массу . Выделим элемент объема, находящийся на рас-

стоянии г « Л отФК: 

У { г ) ~ р У о / р ( г ) - К { г / я Г " . (б) 
На основании законов (1)-(6) возможна оценка важнейших для практики 

свойств фрактальных сред (снежного покрова). Для использования этих оценок 
достаточно знать ФР среды. Для СП такие оценки даются на основе алгоритмов 
оценки ФР снежинок, разработанного в работе. 

Численные модели процессов роста концентрации частиц N(t) непре-
рывной среды за счет диффузии вводятся на основании первого закона Фика и 
уравнения неразрывности в виде: 

— + divF = 0, (7 ) 
dt 

где плотность потока частиц F определяется уравнением F = -KVN, где К -
коэффициент диффузии. Уравнение (7) решается в ограниченной прямоуголь-
ной области Q : { 0 < x < / , , 0 < > ' < / 2 ) с границей Г на прямоугольной сетке 
X,. = гТг,, i = 0,1,...,/?, У1 = jh^, j = 0,1, ...,ш , /г, = Ijn , Граничные 
условия задают в виде Дирихле: Л'(0,>') = ц,(>'), yelOJ^], 
N{x,Q)=pi,{x),N{x,l,) = ii,{x),xs[0,l,] где / , ц , , ц , , ц , - заданные функ-
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ции. Из (7) получаем уравнение диффузии вещества в пространстве: 
dN 

dt (8) 

Для случая моделирования роста в неравновесных условиях (8) следует до-
полнить граничным условием, описывающим скорость роста на границе объекта 
в виде: 

U = nS/N, (9) 
где А, - числовой коэффициент, a n - нормальный вектор границы ФК. Как раз-
витие (9) в работах R. Kobayashi предложен подход к моделированию только на 
границе области роста {potential field method) в виде 

dN 

dt 
(10) 

с анизотропным коэффициентом диффузии К = а^С , и дополнительной функ-
цией Я , определенной на границе области роста (потенциальная функция). 

Модель агрегации на основе уравнения диффузии не описывает все воз-
можные механизмы формирования ФК. Поэтому широкое распространение по-
лучили методы имитационного моделирования процесса агрегации. В работе 
предложена новая вероятностная модель конструирования ФК на плоскости в 
полярной системе координат, что соответствует симметрии снежинок. Следую-
щий рисунок демонстрирует движение частицы диаметра й? на полярной плос-
кости, разбитой по радиусам на п^ колец г = пё, « = 1,2, . 

г = nd 

Рис. 1. Дискретные направления движения частицы в полярной модели. 

При очередном переходе частица может присоединиться к кластеру (агре-
гация с вероятностью ) или выбить из кластера частицу (диссипация с вероят-
ностью = (1 - ). На полярной плоскости, разбитой кольцами на 
/V/,, = \_2•Rl•Jd\ ячеек, оценим вероятность агрегации-диссипации в грануле как: 

1 
л/., W. /у М. (И) 

Построенный таким образом кластер представляет собой набор слоев, каж-
дый из которых характеризуется тройкой параметров Л",,, и е{0,1, ...,8} 
(в отличие от известной модели, которой учитываются только и Л/„ ). Тогда 
масса модели кластера М связана с массой частицы размера d как 



л/ = Л̂ ^ и фрактальную размерность модели ФК можно определить в виде: 

= _ (12) 
В зависимости от выбранного параметра диссипации значение модели 
кластера будет меняться (моделирование степени рыхлости кластера). ' 

Основные идеи принципа гранулирования были заложены в ряде работ 
Ь. Zadeh. В них определена роль покрытий подмножеств пространства гранула-
ми, представляющими собой декартовы произведения разбиений координатных 
осей {декартовы гранулы (рис. 2а)). Задав на плоскости проекции произвольной 
гранулы О как р г ^ и рг^.О, инкапсулирующую декартову гранулу О* будем 

считать точной верхней гранью: С* = р г ^ х рг^,0 для С (рис. 2Ь). 

рг/3 

( рг^о и 
а) Ь) 

Рис. 2. Декартова гранула (а) и инкапсулирующая декартова гранула О^ для про-
извольного множества точек плоскости (Ь). 

В ряде наших работ было введено алгебраическое определение декартовых 
гранул в пространстве размерности п, заданным с помощью п +1 упорядочен-
ной точки в виде: 

„1 1 Л 

С. = 
л, 

(13) 

Модель двумерной гранулы С^"'"' типа (13) в полярной (п = 2) и цилинд-
рической (п = 3 ) системах координат может быть определена заданием предель-
ных значений полярных радиусов р' и р^ и полярных углов ф' и ф^ в виде: 

Сз''"''"• = а '" ' = 

9'Р' (р'р'-

(14) 

Три базовые меры на двумерной грануле (14), имеющие очевидный 
геометрический смысл, задаются в виде: 

9 



х; 1 2 х; 1 3 
= 2 1 , По-, = ) , По, = 

-̂ 2 1 ) , По, = 
1 

(27) 

В частности, т]^ используется в анализе размерности фрактальных струк-
тур. Введенные модели позволяют строить параметризованные модели фрак-
тальных структур для модел1фования снежного покрова. Рис. 3 показывает 
структуру сегмента предложенного в работе нового типа фрактала - кругового. 

1/9 т а ч Д Я 5.'9 6/9 7/9 8/9 ОТ 
1/3 2 /3 L 

Рис. 3. Базовьн! элемент параметризованной модели фрактала в полярной систе-
ме координат (затравка модели регулярного фрактала) 

Используя (14) и (15), мы можем получить уравнения численного метода 
для вычисления площадей параметризованных моделей предфракталов, завися-
щих от номера поколения Т , от Т = 0 (затравка фрактала по рис. 3) в виде: 

К' 

Ч/1/,,,- = 2 

0 
1 

0 
к' 

0 + 1)ф 1 
0 к' К'' 0 

и + 2)Ф 1 
0 

К' К' 
0 

у=0 

К' 
(У + 2)Ф { К - \ ) ' 1 (у + 2)ф 

К' 

О 

к' к' кт 
(У + р ф ^ (у + 1)ф Ь 

к' к'-л" к' 

i!<zSÍ± 
К'' 

л . ^ 
к'' к' 

к'ь 
кт 

о 

у ф ^ 

к' к' 
(у + | )Ф К''1 (./ + 1)Ф { к ~ \ ) ' 1 

к'- ' к'' к'' • к'' 

, у = 0,3,7, . . . , 
к' 

(16) 
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Значение индекса у значащего отрезка одномерного фрактального объекта в 

зависимости от поколения / определяется параметром Р < ( /С -1 ) . На рис.3 

Ф = я / 2 соответственно. Численный метод (16) используется для вътисления 

размерности подобия: 

• (17) 

Если параметры выбраны таким образом, что моделируемый фрак-
тал является самоподобным, то для него размерность Хаусдорфа-Безиковича 

Во второй главе на основании основных задач, сформулированных во вве-
дении и основных положений моделей фрактальных структур, на основе грану-
ляции разработана модель морфологии снежинок, формирующих СП. 

Такие физические свойства снега, как плотность, теплопроводность, тепло-
емкость, пористость, влажность, диэлектрическая постоянная, скорость распро-
странения звука и т. д., для снега принципиально не могут длительно сохранять-
ся, так как меняются формы и размеры снежинок, их связность. Такие особенно-
сти снега объясняются тем, что вода на Земле существует в условиях, близких к 
тройной точке фазовых переходов. Ее состояние определяется метеорологиче-
скими параметрами. Относительная влажность воздуха определяется как: 

= (18) 

где ДЯ - относительная влажность смеси воздуха и водяного пара; " 

парциальное давление паров воды в смеси, р[„,о) ~ равновесное давление 

насыщенного пара. Если известны температура Т и температура точки росы Т^, 

(в градусах Цельсия), то можно записать 
ЛЯ={е^е, )х100%, (19) 

(ь^т) 
где е^ = , е̂  = - парциалыюе давление водяного пара и давление 

пара при температуре Т, и Т соответственно, а коэффициенты а и Ь выбира-
ются из справочной литературы. Используя (19), мы можем формализовать мо-
дель эмпирической диаграммы, разработанной и . Какауа. Лингвистические зна-
чения относительной влажности и температуры есть пятерки ( ¿ , ^ ( ¿ ) , 0 , Л / ) , где 

имяЛП; 7 '(^)-множество названий (термов), О. - базовое множество, М 
— семантическое правило, отображающее каждый терм (назва1П1е) в нечеткое 
подмножество О . Переменная 1 - температура воздуха (в градусах по Цель-
сию): 

[Температура, { , , ̂ , , , Л , , Л . Л } Л 0,3 0], М,.) , (20) 
где семантическая функция М.̂  задается с помощью набора ФП термов Л, - Л,. 
Переменная 2 - относительная влажность воздуха (19): 
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( В л а ж н о с т ь , в ' , } , [0,1.5], ) , 

где задается с помощью набора ФП термов 5, - В^ (см. рис. 4). 

I Ие-.ы 
X Сростимщ 
о КалСтки 
• n.v:mu»!at 
д ^ZpnjvM 

* ittiS» 
ш :>Ki.t!uKU 

(27) 

Рис. 4. Диаграмма Nakaya и терм-множества температуры и влажности для нее 
В результате задача классификации снежных осадков по метеорологиче-

ским данным сводится к задаче представления нечеткого графика, моделирую-
щего рис. 4, с помощью нечеткой нейронной сети. Для оценки качества фанули-
рованного представления данных использован информационный подход. 

В третьей главе рассматривается существование снежинок после завер-
шения фазы транзита из высоких слоев атмосферы и попадания в снежный по-
кров, которьи"! имеет тепловой контакт с почвой снизу и с приземными слоями 
атмосферы сверху. В работах по физике СП, были предложены модели снежного 
покрова в виде регулярных геометрических структур (рис. 5а и 5Ь). Модель 
рнс. 5а представляет собой систему регулярно расположенных цилиндров посто-
янного диаметра, соединяющих верхнюю и нижнюю поверхности СП. Темпера-
тура и пар распределяются вдоль цилиндров. В модели рис. 5Ь объем снега пред-
ставляется пакетом пластинок, расположенных перпендикулярно к направлению 
температурного градиента. Очевидно, что они не отражают фрактальные свойст-
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ва СП. Нами предложена новая структурная модель снежного покрова в виде 
упаковки сфер, содержащих в себе отдельные фрактальные образования (сне-
жинки) (рис. 5с). 

а) Ь) (с 
Рис. 5. Регулярные геометрические модели снежного покрова 

Характеристики содержимого сфер (гранул) рис. 6 могут оцениваться по 
(1)-(6) на основе значения ФР снежинок, получаемой из диаграммы Ыакауа 
(рис. 4). Для оценки проницаемости снежинок используем геометрические моде-
ли элементов содержимого сфер (рис. 6), которые отображают этапы метамор-
физма снежинки в составе снежного покрова - округление - от рис. 6а до рис. 6с 
в результате диффузии водяного пара и т.д. 

5к 

Рис. 6. Гранулированные модели состояний снежного кристалла 
Результаты вычислений для моделей рис. 6 приведены в таблице. 

Таблица 1 

Вид модели кристалла Проницаемость гранулы 
Модель 1 (рис. 6а) 0,893 
Модель 2 0,785 
Модель 3 (рис. бЬ) 0,774 
Модель 4 (рис. 6с) 0,719 
Полная гранула 0,173 

Изучение табл. 1 показывает, что процесс округления приводит к умень-
шению проницаемости фанул, что соответствует экспериментально выявленным 
свойствам СП. 

В рамках используемой структурной модели СП по рис. 5с мы можем, ре-
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шать исследовать возможные механизмы уплотнения СП за счет изменения типа 
упаковки сфер, что отображено в следующей таблице. 

Таблица 2 

Вид упаковки Плотность упаковки 
Ц Кол-во соприкасающихся 

шаров 
Наиболее плотная 0,740 12 
Кубическая 0,513 6 
Тетраэдральная 0,340 4 
Наименее плотная 0,123 4 

Передача тепла в среде любой структуры выполняется тремя основными 
способами: теплопроводностью, конвекцией, излучением. Именно наличие всех 
трех механизмов переноса тепла требует использования модели аномального 
теплопереноса. В диссертационной работе рассматривается модель переноса теп-
ла во фрактальной среде, подробно исследованная в работах A.M. Нахущева, 
В.Д. Бейбалаева и др. Эта модель является общей, поскольку путем выбора гра-
ничных условий можно учесть физические условия, связанные с различными 
направлениями распространения тепла внутри снежного покрова, а путем выбора 
параметров можно учесть свойства составляющих снежного покрова. В работе 
рассматривается в области D = {(х,/} :L<x<R, О < i < Г} краевая задача вида: 

а (22) 

где н(х,0) =(р(^:), = (л,(г) и м(Л,г) = Ц2(/), / > О, параметр 1 < р < 2 , а 
коэффициент С(х,г) > О . В области О введем сетку с параметрами: 

х,=И1, г=0 ,1 , . . . , / : , п = 0Х2,...,М, /, = 1 , х = | . } , с 

шагом /; по х \\х по / . Представляя 
ди{х,1) и{х,1„^,)-и{х,1„) 

д1 ~ т 
и используя (22), получим 

= (24, 

В данном уравнении используется производная Римана порядка р : 

(23) 

(25) 

где п - целое число /г-1 <е <п . Для аппроксимации (25) используется формула 
Grunwald, дискретизирующая (25): 

(26) 

где /V, - число узлов решетки по д:, h = {x-xJ/N^ , Г(-) - гамма-функция. В 

14 



(26) используются нормализованные коэффициенты Огйп\уа1(1: 

к\ 
(27) 

На основании (24) и (27) получим неявную схему с опережением на шеститочеч-
ном шаблоне вида: 

« Г -г ,(28) 

где г = 1,2,...,А:-1, и = 0,1,2,...,Л'^-1, 6 = г / Л ' ' . В матричной форме (28) можно 
записать в виде системы линейных уравнений: 

ли"*' ^и" +хГ , (29) 

где У " = , Г = О , / " , / ; , . . . , / ; _ „ О 

Теорема 3.1 Неявная разностная схема (28) с матрицей (29) безусловно ус-
тойчива. 

Доказательство. Собственные значения матрицы (29) находятся в соеди-
нении К кругов с центрами в точках а., и с радиусами г^, определяемыми нор-
мализованными коэффициентами (27): 

Е Е (30) 
+ (31) 

в силу (30), (31) все собственные значения матрицы (29) будут больше еди-
ницы, а собственные значения обратной матрицы положительны и меньше еди-
ницы. Следовательно, разностная схема (28) безуаювиоустойчива. 

Для проверки разностной схемы в работе использован тестовый пример за-
дачи аномального теплопереноса, имеющей аналитическое решение. Погреш-
ность решения не превосходит г = 0.01. 

В четвертой главе рассматриваются вопросы реализации полученных 
численных методов. 

Алгоритм оценки фрактальной размерности элементов СП использует ме-
тод оценки размерности Хаусдорфа для фрактальных структур, дополненный 
схемой покрытий фракталов типовыми фанулами (13) в виде 

= 

(-'"{(-о,'(-о,)) 

, 1 = 7 = 1,..., Л ' . (32) 

с помощью этого алгоритма были исследованы изображения снежинок из 
базы данных, что позволило оценить параметры размерности реальных снежи-
нок, соответствующих различным зонам диафаммы Ыакауа. 

Разработан также численный метод имитации роста кластера с помощью 
модели агрегации-диссипации (11), (12). 
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Разработан метод численной оценки проницаемости фрактальных струк-
тур. 

Разработан численный метод оценки размерности регулярного фрактала 
базирующийся на соотношениях (16). Он позволяет исследовать модели фрак-
тальных структур, отличающихся различными параметрами (и, соответственно, 
геометрией). 

Для разностной схемы аномального теплопереноса разработан алгоритм 
численного расчета процессов аномального теплопереноса для фрактальных 
структур на основе соотношений (22)-{29). Исследованы различные виды про-
цессов переноса по вертикальному разрезу снежного покрова. 

На базе разработанных алгоритмов создан комплекс программ для иссле-
дования аномальных процессов во фрактальных структурах на языке высокого 
уровня Java, позволяющий получить универсальные программные модули, реа-
лизуемые на различных платформах. С его помощью был проведен ряд числен-
ных экспериментов. Установлено, что в процессе метаморфизма СП изменяется 
его плотность (табл. 2), и, соответственно температуропроводность С , а также 
геометрия снежинок, что приводит к изменению параметра ФР для снежной сре-
ды р в (22). Следующие рисунки изображают временные слои решения задачи 
аномальной теплопроводности для СП. 

-—Охг 
Н-0Л15 T-O.iXIOJ h { M . ) 

, Начальное 
распредеЭёни 
! температурь 

П-
Финальное \ ^ ^ ^ • 

распределение ' 
гсмпер«чтурь[ 

-JO 

f 'C 

. 

Финальнбе 
распределение 
•lieMnepaTvbbi 

а) Ь) 
Рис. 7. Численное моделирование распределения температуры по вертикальному 

разрезу снежного покрова при р =1.1, С = 1 (а) и С = 0.1 (Ь) 
Сравнение рис. 7а и 7Ь показывает, что при достаточно малой величине р 

образуется зона высокой температуры у основания, что приводит к ускоренному 
метаморфизму нижних слоев {глубинный иней). В плотном снегу аномальность 
теплопереноса выражается более явно, что хорошо согласуется с эмпирическим 
описанием процессов метаморфизма СП. Результаты исследования численной 
модели СП на основе уравнений аномального теплопереноса хорошо согласуют-
ся с опытными данными по свойствам СП и позволяют количественно моделиро-
вать крайне важные для практических применений вопросы метаморфизма СП. 

Заключение содержит выводы по работе. 

Приложения содержат результаты исследования модели агрегации-
диссипации, результаты экспериментального исследования фрактальной раз-
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мерности снежинок, результаты моделирования проницаемости снежинок, тек-
сты программного комплекса исследования процессов во фрактальных средах. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

- Разработана обобщенная математическая модель формирования фрак-
тальных кластеров, которая учитывает совместное влияние процессов агрегации 
и диссипации на формирование кластера. Применение этой модели позволяет 
учитывать тот факт, что, в отличие от известных искусственных фрактальных 
сред (аэрогели и т.д.) в процессе формирования снежинок молекулы воды могут 
как агрегировать к кластеру, так и диссипировать от него, что и приводит к раз-
нообразию форм снежинок (с. 38-44); 

- Разработана математическая модель регулярного фрактального объекта 
как элемента снежного покрова формируемого из отдельных кластерных обра-
зований (снежинок), которая связывает геометрические характеристики снежин-
ки с ее физическими свойствами и дает возможность с помощью разработанного 
численного метода определять физические параметры моделируемого фрак-
тального объекта, в то время как известные модели снежинок являются не физи-
ческими, а визуальными (с. 56-66); 

- Предложена структурная модель представления составной фрактальной 
среды (снежного покрова) в виде укладки гранул, содержащих отдельные фрак-
тальные кластеры (снежинки), которая физически более корректно описывает 
структуру снежного покрова и ее параметры, чем это допускают известные мо-
дели, представляющие собой системы трубок, плоскостей и т.п. (95-104); 

- Разработан численный метод расчета аномальных процессов переноса для 
фрактальных сред, который обладает абсолютной устойчивостью и высокой 
точностью и дает возможность численно изучать качественно новый характер 
процессов переноса во фрактальных средах в сравнении с процессами переноса 
в сплошных средах. Этот метод носит универсальный характер, поскольку пу-
тем выбора параметров он .может использоваться и для решения классической 
задачи теплопереноса (111-119); 

- Создан программный комплекс, выполняющий моделирование этапов 
существования снежного покрова как фрактальной среды и позволяющий изу-
чать процессы переноса в снежном покрове для значительно более широкого 
класса моделей, чем известные ранее. Он отличается модульностью и расши-
ряемостью за счет использования возможностей современных программных 
средств (129-132). 
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