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Диссертационная работа посвящена математическому моделированию 
процессов кристаллизации многокомпонентных растворов. В работе пред­
ложены методы численного решения задачи о фазовом переходе в мно­
гокомпонентной системе. Изучаемый класс задач отличается от класси­
ческой задачи Стефана тем, что температура фазового перехода зависит 
от состава жидкой и твердой фаз. Рассмотрены одномерная и двумер­
ная модели процесса жидкофазовой эпитаксии (ЖФЭ ) , широко исполь­
зуемого в промышленности способа получения полупроводниковых со­
единений. В расчетах использовались реальные фазовые диаграммы и 
температурные режимы выращивания. В рамках одномерной самосогла­
сованной модели проведено параметрическое исследование Ж Ф Э трой­
ных соединений, целью которого является изучение влияния диффузии 
в твердой фазе на процесс кристаллизации. Получены результаты, име­
ющие практическое значение. В рамках двумерной модели рассмотрен 
процесс кристаллизации четверных соединений. 

Актуальность работы 

Математическое моделирование процессов кристаллизации многокомпо­
нентных систем находится в центре внимания исследователей. В зна­
чительной степени работы в этой области стимулируются проблемами, 
возникающими в технологии получения новых полупроводниковых мате­
риалов. Высокие требования, предъявляемые современным приборостро­
ением к свойствам и качеству используемых полупроводниковых струк­
тур и материалов, могут быть удовлетворены лишь на основе деталь­
ного изучения физических процессов, происходящих при их получении, 
и тщательной отработки самого технологического процесса. Определя­
ющую роль в формировании свойств получаемых материалов играют 
фазовые превращения и процессы тепломассопереноса, формирующие 
условия на границе раздела фаз. Натурные эксперименты в этой обла­
сти сложны и трудоёмки, требуют больших энергетических затрат, в них 
используются дорогостоящие, зачастую ядовитые.мзтериалЫз а длитель­
ность одного эксперимента может достигать! HBCKt^^|ft4ft4|Jfft^cJ3T0My 
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использование методов математического моделирования в исследовании 
и оптимизации технологических режимов и установок, для анализа ре­
зультатов физических экспериментов является неотъемлемым этапом на 
пути создания способов получения материалов с заданными свойствами. 

Однако, до настоящего времени математическое моделирование в за­
дачах технологии ограничивается в основном рассмотрением процессов 
кристаллизации в чистых веществах или бинарных растворах-расплавах. 
Вместе с тем, тепломассоперенос и фазовые превращения в трех и четы-
рехкомпонентных системах лежат в основе многих промышленных спо­
собов получения объемных монокристаллов и полупроводниковых струк­
тур и представляют значительный теоретический и практический инте­
рес. 

Диссертационная работа посвящена численному исследованию процес­
сов кристаллизации в многокомпонентных системах. В качестве приме­
ра, иллюстрирующего область применения полученных результатов, рас­
сматривается один из наиболее распространенных способов получения 
получения монокристаллических структур метод жидкофазовой эпи-
таксии ( Ж Ф Э ) , который представляет собой кристаллизацию из раствора-
расплава на подложке определенной кристаллографической ориентации. 
В простейгаем случае насыщенный при начальной температуре раствор 
кристаллизующихся компонентов приводится в контакт с подложкой, и 
вся система охлаждается по заданному закону. С понижением темпе­
ратуры жидкая фаза становится пересыщенной, и растворенные в ней 
вещества осаждаются на границе расплав - подложка в виде монокри­
сталлического слоя. В ходе всего процесса на границе раздела фаз имеет 
место квазиравновесие, т.е. концентрация растворенных компонентов у 
фронта кристаллизации в любой момент времени близка к равновесным 
при данной температуре значениям. 

В настоящий время накоплен значительный опыт в математическом 
моделировании Ж Ф Э . Средствами вычисленного эксперимента прово­
дится исследование процессов тепло- и массопереноса в растворе, игра­
ющих определяющую роль в формировании условий кристаллизации. В 
последнее время, в связи с ростом и усилением требований, предъявля­
емых к качеству выросшего кристалла, возникла необходимость иссле-



дования и более тонких физических явлений, протекающих в системе 
Ж Ф Э , таких, например, как фазовые превращения в многокомпонент­
ных системах, температура фазового перехода которых зависит от соста­
ва жидкой и твердой фаз, диффузия в твердой фазе и другие. Численное 
исследование этих процессов возможно лишь при использовании специ­
альных алгоритмов, ориентированных на решение конкретного класса 
задач. Таким образом, проблемы конструирования надежных и эффек­
тивных численных методов и их применения для решения задач полу­
проводниковой технологии по-прежнему актуальны. 

Цель и задачи работы 

Работа посвящена математическому моделированию процессов кристал­
лизации в многокомпонентной системе. Целью работы являет-ся: 

• построение и исследование методов численного решения термо-диф-
фузионной задачи Стефана; 

• построение алгоритма численного исследования процессов конвек­
тивного массопереноса при кристаллизации четверных соединений; 

• изучение с помощью разработанных алгоритмов процесса Ж Ф Э трой­
ных и четверных соединений. В рамках одномерной самосогласо­
ванной модели проведение исследования влияния диффузии в твер­
дой фазе на ход процесса кристаллизации, изучение взаимодействия 
жидкой и твердой фаз на фронте кристаллизации. 

Научная новизна и практическая значимость работы 

Научная новизна и практическая значимость работы определяются 

• предложенным методом численного исследования диффузионной мо­
дели процесса кристаллизации, учитывающей диффузию в жидкой 
и твердой фазах, движение фронта кристаллизации и зависимость 
температуры фазового перехода от составов жидкой и твердой фаз; 

• предложенным матричным алгоритмом решения двумерной задачи 
кристаллизации четверных соединений; 



• результатами параметрических исследований основных промышлен­
ных способов получения эпитаксиальных слоев; в том числе дан­
ными, позволяющими без дополнительных расчетов определять со­
став нового эпитаксиального слоя; анализом поведения системы при 
стремлении к равновесию; исследованием влияния диффузии в твер­
дой фазе на процесс кристаллизации. 

Апробация работы 

Материалы диссертации докладывались и были представлены на следу­
ющих конференциях: 

- International workshop on multiphase and complex Flow Simulation for 
Industry,Cargese, Corse, Prance (2003);. 

- 9-th International conference Mathematical modelling and analysis. Jur-
mala, Latvia, (2004) 

- Международная конференция «Проблемы численного анализа и при­
кладной математики». Львов, Украина (2004). 

- 2-ой международный научный семинар. Математические модели и 
моделирование в лазерно-плазменных процессах. Москва, Россия (2005). 

- 4-th International cjnference on computational heart and mass transfer. 
Paris-Cachan, France (2005). 

Доклады сделанные на данных конференциях, опубликованы в виде те­
зисов. Список всех публикаций приведен в конце автореферата. 

Результаты работы также докладывались и обсуждались на заседании 
кафедры Вычислительных методов факультета ВМиК МГУ им. М.В.Ло­
моносова и на семинарах Института прикладной математики им М.В.Кел­
дыша РАН под руководством член-корреспондента РАН Ю.П.Попова 

Структура и объем диссертации 

Диссертационная работа состоит из введения, трех глав, списка литера­
туры. Объем диссертации составляет 116 страниц, включая 52 рисунка 



и списка литературы из 88 наименований. 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении содержится общая характеристика рассматриваемого клас­
са задач, обзор литературы, посвященной численным методам, использу­
емым в этой области; обоснована актуальность работы, сформулированы 
цели и задачи работы, кратко изложено содержание диссертационной par 
боты. 

Первая глава посвящена построению и исследованию методов числен­
ного решения задач кристаллизации многокомпонентных растворов. В 
данной главе рассматривается одномерная самосогласованная модель ква­
зиравновесного процесса кристаллизации. Основу модели составляют урав­
нения диффузии для концентрации компонент в жидкой и твердой фа­
зах. На границе раствор-кристалл выполняются условия баланса массы 
и фазовая диаграмма системы. Учет диффузии в твердой фазе позволяет 
исследовать рост и растворение монокристаллического слоя. 

Предложен новый чисто неявный алгоритм решения одномерной неста­
ционарной задачи кристаллизации многокомпонентных растворов. Учет 
движения фронта кристаллизации осуществляется с помощью замены 
переменных типа Ландау, в результате которой граница раздела фаз 
остается неподвижной на протяжения всего процесса. Разностная ап­
проксимация строится в новой системе координат на неподвижной сет­
ке с помощью интегро-интерполя1щонного метода. В отличие от тради­
ционно используемых подходов, коэффициенты уравнений, связанные с 
преобразованием системы координат и определяемые скоростью движе­
ния границы фазового перехода, берутся с верхнего вре.менного слоя. 
Дифференциальная задача аппроксимируется с помощью консерватив­
ной, чисто неявной схемы. Соответствующая система нелинейных се̂ -оч-
ных уравнений решается методом Ньютона относительно вектора неиз­
вестных, компонентами которого являются все искомые концентрации в 
жидкой и твердой фазе и скорость движения фронта кристаллизации. 

По сравнению с известными ранее методами, построенный алгоритм 
обладает большим запасом устойчивости (является практически безуслов­
но устойчивым) и гарантирует получение надежных результатов для ши-



poKoro класса задач о фазовых переходах. К достоинству метода надо от­
нести отсутствие необходимости согласования начальных составов жид­
кой и твердой фаз на фронте кристаллизации. Совместное определение 
полей концентраций и нового положения границы раздела фаз решает 
ключевую проблему выбора начальных данных, существующую при по­
следовательном вычислении распределения состава и положения фронта 
кристаллизации. 

На лримерс моделирования процесса жидкофазовой эпитаксии трех-
компонентных соединений проводится сравнение предложенного алго­
ритма с методом, в котором преобразование сетки осуществляется по 
значениям искомых функций с нижнего временного слоя. В частности 
показано, что последовательное определение распределения состава в си­
стеме и нового положения фронта кристаллизации может приводить к 
физически неверным результатам. 

Предложенный численный метод решения задач о фазовом перехо­
де в многокомпонентных системах строится на примере Ж Ф Э тройных 
соединений, однако алгоритм легко обобщается на случай кристаллизэг 
ции растворов с произвольным числом растворенных компонент, а также 
позволяет учесть выделение или поглощения тепла на границе раздела 
фаз. 

Во второй главе проводится числсппое исследования диффузионных 
режимов Ж Ф Э . Одной из основных проблем, возникающих при выра­
щивании эпитаксиальных слоев, является однородность распределения 
толщины и состава слоя по площади подложки. В большинстве случаев 
конвективное движение отрицательно влияет на качество эпитаксиаль­
ных пленок. Конвекция в растворе приводит к образованию волнистого 
макрорельефа на поверхности слоя, к неоднородному распределению со­
става в плоскостях параллельных плоскости подложки и т.д. 

Однородность распределения состава по толщине слоя обеспечивают 
режимы выращивания, при которых перенос растворенных компонентов 
к фронту кристаллизации осуществляется преимущественно механизмом 
диффузии. С точки зрения качества получаемых материалов, такие ре­
жимы наиболее предпочтительны и их исследование представляет зна­
чительный интерес. Анализ распределения состава в направлении роста 



предполагает- изучение влияния диффузии в твердой фазе. В большин­
стве работ, посвященных численному исследованию конвективного мас-
сопереноса в растворе, диффузия в твердой фазе не учитывается. Такой 
подход является вполне оправданным, так как этот процесс не оказывает 
существенное влияние на движение расплава. Однако, диффузия в твер­
дой фазе играет важную роль в формировании профиля концентрации, 
особенно вблизи гетерограницы. Кроме того, учёт диффузии в твердой 
фазе позволяет построить самосогласованную математическую модель 
процесса, описывающую как рост монокристаллического слоя, так и его 
растворение. 

В данной главе в рамках одномерной диффузионной модели численно 
исследуются процессы роста и растворения соединений A^^^Bfi^J^^. Мо­
дель у!итывает диффузию в жидкой и твердой фазе и движение фронта 
кристаллизации. Целью моделирования является изучение влияния диф­
фузионного массопереноса на формирование состава гетероструктуры. 
Для проведения расчетов используется описанный в первой главе чисто 
неявный численный метод. Он позволяет провести детальное исследо­
вание Ж Ф Э в нестационарном диффузионном приближении с учетом 
зависимости коэффициентов диффузии от состава, реальной фазовой 
диаграммы и температурных режимов. Полученные данные сопостав­
ляются с результатами исследований М.Смолла и Р.Геза, проведенными 
для соединений A{L{Bi"C^ и С"'А\_^В^. 

В работе рассмотрены основные промышленные способы получения 
ЭС: 

• изотермический рост; 

• рост в условиях принудительного охлаждения; 

• рост с предварительным подрастворением подложки. 

Исследуется влияние различных технологических параметров на ход про­
цесса кристаллизации и свойства выращенного ЭС. Варьируются состав 
подложки, толщина жидкой фазы, скорость охлаждения системы, на­
чальное переохлаждение и перегрев раствора, коэффициенты диффузии 
в твердой и жидкой фазах. 
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в реальных процессах выращивания эпитаксиальных слоев подлож­
ка, как правило, приводится в контакт с неравновесным ей раствором. 
В результате, при стремлении системы к равновесию, может происхо­
дить как рост ЭС, так и рж'творение подложки. Поэтому такой процесс 
кристаллизации очень сложно контролировать. Для различных коэффи­
циентов диффузии в твердой фазе, начального пересыщения или недосы-
щения раствора получены оценки скорости движения фронта кристал­
лизации на ранней стадии процесса, дающие возможность предсказать 
поведение системы. Продемонстрировано, что из недосыщенного раство­
ра может начаться рост ЭС, и наоборот: при пересыщенной жидкой фазе 
может происходить растворение подложки. Аналогичное поведение си­
стемы наблюдается в исследованиях М.Смолла и Р.Геза для соединения 
М^'В^СУ и Cl"ALX. 

На основе анализа изотермических режимов выращивания получены 
соотношения, позволяющие без проведения дополнительных расчетов, 
зная лишь состав кристалла, который необходимо получить, подобрать 
начальный состав раствора и температурные условия, при которых вы­
растет ЭС требуемого состава. Кроме того, данные соотношения позво­
ляют с хорошей точностью определять составы жидкой и твердой фа­
зы на фронте кристаллизации при установлении квазиравновесия, когда 
подложка приводится в контакт с неравновесным ей раствором. 

Третья глава посвящена разработке матричного алгоритма численно­
го исследования конвективного массопереноса при получении четверных 
соединений. Задача рассматривается в двумерном приближении. Изме­
нения размеров области за счет движения фронта кристаллизации и 
диффузия в твердой фазе не учитывается. Основу математической мо­
дели составляют уравнения концентрационной конвекции в приближе­
нии Буссинеска. В качестве модельного материала выбрано соединение 
С^х^ПуЯ^х-х-уГе, представляющее значительный практический инте­
рес. 

Задача решается с помощью процедуры расщепления по физическим 
процессам: сначала вычисляется поле скоростей, а затем определяется 
распределение концентраций в системе. В данной главе основное внима­
ние уделяется решению концентрационной задачи. Хорошо известно, что 
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в рассматриваемом классе задач численная реализация граничных усло­
вий определяет устойчивость алгоритма. Были опробованы всевозмож­
ные схемы, в которых распределение растворенных компонент опреде­
ляется последовательно или две из них вычисляются совместно, а затем 
третья досчитывается. Однако все эти алгоритмы оказались неустойчи­
выми в рассматриваемом диапазоне технологических параметров. 

Надежный метод удалось построить лишь на основе совместного вы­
числения распределения концентраций в системе. Но это сопряжено со 
значительными трудностями, поскольку на каждом шаге по времени 
приходится решать систему уравнений относительно вектора, компонен­
тами которого являются сеточные значения концентраций всех раство­
ренных компонентов, и свойства соответств5топ];его разностного операто­
ра неизвестно. Это препятствует применению итерационных алгоритмов, 
требующих для своей реализации априорной информации о спектре. Ис­
пользование прямых методов решения также малоэффективно, посколь­
ку требует больших затрат машинного времени. Попытки обобп];ить ал­
горитмы, применяемые для решения аналогичных задач в случае двух- и 
трехкомпонентных систем не дали удовлетворительных результатов. По­
этому была разработана новая вычислительная процедура для решения 
концентрационной задачи. 

Консервативная разностная схема строится на прямоугольной сетке. 
Для решения нелинейной системы сеточных уравнений используется ме­
тод Ньютона. Соответствующая линеаризованная система решается с по­
мощью специальной матричной процедуры, сочегающей в себе элемен­
ты "а - ^" алгоритма и метода переменных направлений. Разработан­
ный метод надежно решает задачу со сложными граничными условиями. 
На примере модельной задачи проведено сравнение скорости сходимости 
разработанного алгоритма с "а — у9" алгоритмом, методом переменных 
направлений и методом Зейделя. В расчетах реальной задачи построен­
ный алгоритм демонстрирует быструю сходимость в широком диапазоне 
технологических параметров. Метод Ньютона сходится за 1-2 итерации, 
алгоритм для решения линеаризованной системы - за 1-3. 

Разработанная вычислительная процедура использовалась для чис­
ленного исследования Ж Ф Э соединений Cd^Hgi^x^yZnyTe. В расчетах 
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использовалась линейная фазовая диаграмма, построенная на основе 
имеющихся экспериментальных данных. Моделировался эпитаксиальный 
рост на горизонтальную подложку, расположенную на дне ростовой ка­
меры. Анализ полученных данных продемонстрировал эффективность и 
надежность вычислительной процедуры. В работе рассматривалась си­
стема с одной горизонтальной по^уюжкой, но предложенный алгоритм 
легко обобщается на случай более сложной конфигурации. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДИССЕРТАЦИИ 

1. Предложен новый метод численного исследования одномерной само­
согласованной модели процесса кристаллизации многокомпонентно­
го раствора, учитываюп;ей зависимость температуры фазового пере­
хода от состава жидкой и твердой фаз, диффузию в твердой и жид­
кой фазах и движение фронта кристаллизации. Алгоритм основан на 
чисто неявной схеме и совместном решении соответствующей систе­
мы сеточных уравнений. Построенный метод является практически 
безусловно устойчивым и гарантирует получение надежных резуль­
татов в широком диапазоне параметров, представляющих практиче­
ский интерес. 

2. С помощью предложенного алгоритма проведено параметрическое 
исследование основных промышленных способов получения эпитак-
сиальных слоев. Выявлено определяющее влияние диффузии в твер­
дой фазе на динамику процесса установления квазиравновесия в си­
стеме и формирование переходной зоны на границе подложка - ЭС. 
На основе анализа результатов моделирование выведены формулы, 
позволяющие без проведения дополнительных расчетов, определять 
важнейшую характеристику - состав энитаксиального слоя. Полу­
ченные результаты хорошо согласуются с экспериментальными дан­
ными. 

3. Предложен новый матричный метод численного исследования про­
цесса конвективного массопереноса при получении четверных по­
лупроводниковых соединений методом Ж Ф Э . Построенный метод 
основан на совместном вычислении распределения полей концентра-
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ций в системе. Впервые проведены расчеты эпитаксиального выра­
щивания четверных соединений Cd^Hgi^y^^^^Zn^Te из раствора Cd — 
Hg — Zn—Te. Полученные результаты подтверждаются эксперимен­
тальными данными. 
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